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The aim of this work is to study the multiplicative properties of integers with
missing digits. In particular we prove that if we fix a set D/[0, 1, ..., r&1] of
digits, |D|2, there are infinitely many almost primes whose digits in base r belong
to D.  2000 Academic Press
1. INTRODUCTION
Soient X, t, r des nombres entiers positifs tels que 2t<r. Dans tout cet
article, D repre sente un sous-ensemble de [0, ..., r&1], dont les e le ments
sont premiers entre eux dans leur ensemble et tel que |D|=t et 0 # D. Cette
dernie re condition est une condition de commodite qui nous permet d’e carter
des situations aberrantes, mais elle pourrait e^re facilement retire e.
Nous e tudions les proprie te s multiplicatives des entiers dont les chiffres
intervenant dans leur de veloppement en base r appartiennent a D.
On de finit:
WD ={n # N, n= :
0 js
ajr j avec aj # D, j=0, ..., s= , (1.1)
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puis pour X2,
WD (X)=[0n<X, n # WD ]. (1.2)
Les ensembles WD (X) constituent des familles tre s fines d’entiers, par
exemple si X=rN, |WD (X)|=tN. De re cents travaux se sont attache s a
de terminer dans quelle mesure les e le ments de WD ve rifiaient des
proprie te s arithme tiques similaires a la suite des entiers naturels. Erdo s,
Mauduit et Sa rko zy [EMS1] ont notamment e tudie la re partition dans les
progressions arithme tiques des e le ments de WD . Ils ont obtenu un re sultat
correspondant au the ore me de SiegelWalfisz sur la re partition des
nombres premiers dans les progressions arithme tiques. Plus pre cise ment si
on note pour a # Z, q # N, q2:
WD (X, a, q)=[n # WD (X), n#a(mod q)], (1.3)
leur re sultat est alors le suivant:
The ore me 0 ([EMS1] The ore me 1). Soient t, r # N tels que 2t<r. Il
existe alors des constantes positives c1=c1(r, t), c2=c2(r, t), c3=c3(r, t),
telles que pour tout sous-ensemble D/[0, ..., r&1], ve rifiant les conditions
e nonce es au de but de l ’article, pour tous X # N*, q # N ve rifiant (q, r(r&1))=1 et
q<exp(c1 - log X), (1.4)
et pour a # Z, on ait l ’ine galite :
} |WD (X, a, q)|&|WD (X)|q }<c2
|WD (X)|
q
exp \&c3 log Xlog q+ . (1.5)
On trouvera dans [EMS1] et dans [EMS2] des applications de ce
the ore me ainsi que d’autres re sultats sur les proprie te s des e le ments de WD .
Le lecteur trouvera en outre dans ces deux articles des re capitulatifs
bibliographiques sur ce sujet.
Dans ce travail, nous montrons que WD contient une infinite d’entiers
presque premiers (c’est-a -dire des entiers ayant peu de facteurs premiers).
Pour e tablir ceci, quitte a retirer des e le ments de D, on peut supposer que
D est un ensemble a deux e le ments D=[0, d]. On remarque ensuite qu’un
e le ment n # W[0, d] est de la forme n=dn$ avec n$ # W[0, 1] , il suffit ainsi
d’e tudier le cas D=[0, 1], ce qui sera re alise au the ore me 5.
La recherche de tels entiers s’effectue avec des me thodes de crible. Nous
utilisons la minoration standard donne e par le crible line aire [HR] ou [I],
et quand la famille D est de taille assez importante, nous profitons des
re sultats issus des cribles ponde re s de Richert et de Greaves ([HR], [G1],
[G2]). L’application de tels outils passe par l’e tude d’un inte re^t intrinse que
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de la re partition statistique dans les progressions arithme tiques des
e le ments de WD . On aimerait e tablir des re sultats analogues au the ore me
de BombieriVinogradov pour la suite des nombres premiers. Plus pre cise -
ment, il s’agit pour X2, de de terminer Q0=Q0(X) le plus grand possible
tel que pour tout A>0 il existe B>0 tel que l’on ait l’ine galite :
:
(q, r(r&1))=1
q<Q0(log X )
&B
max
a mod q } |WD (X, a, q)|&
|WD (X)|
q }<<
|WD (X)|
(log X)A
, (1.6)
ou la constante implicite peut de pendre de r, t. On dit alors que Q0 est le
niveau de distribution de WD (X). (cf. [I] par exemple.)
La preuve d’ine galite s du type (1.6) se de roule en deux e tapes. Tout
d’abord, lorsque q est ‘‘petit’’ les quantite s WD (X, a, q) sont e value es
individuellement gra^ce aux lemmes de [EMS1] et de [MS] essentiels a la
preuve du the ore me 0 e nonce pre ce demment. Ensuite lorsque q est ‘‘grand’’
elles sont e value es en moyenne sur q, avec des me thodes analogues a celles
des travaux de Fouvry et Mauduit [FM1] et [FM2]. On verra alors que
nous serons amene s a e tudier les normes &GN, D&m avec
GN, D(z)= ‘
0k<N
uD (rkz)
t
, (1.7)
ou on a pose :
uD (v)= :
d # D
e(dv) , (1.8)
avec e(w)=exp(2i?w).
Une part importante de ce travail consiste ainsi a de terminer pour
m # N* des constantes Km , telles que d’une part on ait quand N  :
&GN, D &mm=O(K
N
m), (1.9)
et d’autre part:
|
1
0 }

z
(GN, D(z)m) } dz=O(rNK Nm) , (1.10)
les constantes implicites pouvant e ventuellement de pendre de m, r et t. En
effet on commencera par montrer le re sultat suivant (on note [u] la partie
entie re de u):
The ore me 1. Soit m # N*, et soit une constante Km<(1- r) ve rifiant
(1.9) et (1.10).
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L’ine galite (1.6) est alors ve rifie e pour Q0=(Km)&Nm, avec N=
[log Xlog r].
Pour m=2, la norme & &2 se calcule facilement, on a &GN, D &22=t
&N. La
condition K2<(1- r) devient t>- r. On obtient ainsi le
The ore me 2. Si - r<t<r, l ’ine galite (1.6) est ve rifie e de s que Q0
|WD (X)|12.
Lorsque |D|- r, la norme & &2 n’est pas suffisante, on a recours a des
normes & &l , avec l>2. Lorsque l est pair, ces normes se calculent
explicitement. Cependant les re sultats de pendent de manie re essentielle de
la famille D e tudie e et il est de licat d’avoir un re sultat ge ne ral. Pour
D=[0, 1], on montre l’e galite : &GN, [0, 1] &2l2l=(C l2l 22l)N, ou C l2l est le
coefficient binomial. Ceci nous permet d’obtenir:
The ore me 3. Soit r3, on choisit D=[0, 1]. Soit m # N ve rifiant l ’en-
cadrement
m<r<
24m
(C m2m)
2 . (1.11)
On pose N=[log Xlog r]. L’ine galite (1.6) est alors ve rifie e pour
Q0=
2N
(C m2m)
N2m . (1.12)
La connaissance d’un niveau de distribution Q0 nous permet maintenant
d’appliquer le crible. Cependant la condition (q, r(r&1))=1 dans
l’ine galite (1.6) nous autorise a cribler WD (X) seulement par l’ensemble des
nombres premiers ne divisant pas r(r&1). En fait cette condition (q, r(r&1))
=1 a e te instaure e pour e viter des complications qui auraient alourdi
les de monstrations des re sultats et au paragraphe 7 nous allons e voquer
quelles modifications il faut apporter pour e tablir la
Proposition 4. Soit Q0 tel que l ’ine galite (1.6) soit ve rifie e. Soient
$ | r&1 et * | r. On note N=[log Xlog r]. On de finit aussi la fonction
suivante: |(a, *)=|[d # D, d#a mod *]|.
Soit EB(X, $, *, Q0)
= :
(q, r(r&1))=1
q<Q0(log X)
&B
max
a mod q*$ } |WD (X, a, $q*)|
|WD (Xr)||(a, *)
$q } .
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Pour tout A>0, il existe B>0 tel qu’on ait alors l ’ine galite :
EB(X, $, *, Q0)<<tN \1& 1$(r&1)5+
N
log X+
|WD (X)|
(log X)A
. (1.13)
On de duit de (1.6) et de (1.13), l’existence d’une fonction multiplicative
|r, D ve rifiant les conditions d’application du crible line aire e nonce es dans
([I]), (en fait, on a |r, D( p)=1 lorsque (r, p)=1) et telle que pour tout
A>0, il existe B>0 tel que:
:
+2(d )=1
d<Q0(log X)
&B } |WD (X, 0, q)|&
|WD (X)| |r, D(q)
q }<<
|WD (X)|
(log X)A
, (1.14)
ou + est la fonction de Mo bius.
La base r e tant fixe e, les constantes implicites intervenant dans les condi-
tions d’application du crible e nonce es dans [I] peuvent de pendre de r, t,
e tant donne qu’il nous importe surtout d’avoir un re sultat quand X  .
Si Q0=X:, alors le crible line aire de tecte des e le ments non nuls dans
WD (X) dont tous les facteurs premiers sont supe rieurs a X (:&=)2, \=>0, et
ainsi des entiers posse dant au plus [2(:&=)] facteurs premiers.
Pour D=[0, 1], on verra au paragraphe 8 avec des calculs simples que
pour avoir (1.11) il suffit que m ve rifie l’ine galite :
m<r?me&18m. (1.15)
On y signale aussi que le niveau Q0 donne dans (1.12) ve rifie:
Q0(?m)N4m e(&N)32m
2
, (1.16)
si bien que quand r  , Q0X&?4r(1+o(1)).
Bien entendu, (1.15) et (1.16) sont pertinentes lorsque r et ainsi m
deviennent importants, pour des petites valeurs de r, il est plus inte ressant
de faire des calculs directement a partir de (1.11) et (1.12).
Ces estimations de Q0 et les me thodes de crible conduisent au:
The ore me 5. Soit r3, D=[0, 1]. Soit Q0 ve rifiant les conditions
(1.12) et (1.11) du the ore me 3. Soit B>0 assez grand tel que (1.6) soit alors
ve rifie pour A=3. Pour z  , avec 2z<(Q0)12(log X)B2, on de finit
s=log(Q0 (log X)B)log z. On a alors la minoration:
|[n # WD (X), p | n O p>z]|
(1&o(1))
|WD (X)|
log z
e&#f (s) ‘
p<z
p | r \1&
|r, D( p)&1
p&1 + ,
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ou f est l ’usuelle fonction de minoration du crible line aire (on renvoie le
lecteur a [I] pour une de finition pre cise de cette fonction.)
En particulier il existe k=k(r) # N tel que:
|[n # WD(X), 0(n)k]|>>r
|WD (X)|
log X
, (1.17)
ou 0(n) est le nombre de facteurs premiers de n compte s avec leur multi-
plicite .
Cette ine galite est ve rifie e pour k prenant les valeurs suivantes:
r k(r) r k(r)
3 4 7 15
4 5 8 21
5 7 9 22
6 14 10 23
r  
8r
?
(1+o(1))
Le saut dans le tableau entre les valeurs de k correspondant a r=5 et
r=6 provient du fait que pour r6 (et aussi pour la premie re minoration
du the ore me 5) nous utilisons simplement le crible line aire (sous la forme
par exemple du the ore me 1 de [I] ou du the ore me 8.4 de [HR]) tandis
que pour r=3, 4, 5 nous pouvons utiliser un crible ponde re sous la forme
que nous allons pre senter dans les lignes qui vont suivre.
On note |(n) le nombre de facteurs premiers distincts de l’entier n. Soit
g=log Xlog Q0 , g est choisi de telle sorte que tout n # WD(X) ve rifie
n<Q g0 . D’apre s les travaux de Richert [HR] (The ore me 9.3, p. 253 de
[HR]) puis de Greaves [G1], [G2], il existe des constantes $R telles que
si gR&$R , alors WD(X) contient des e le ments n tels que |(n)R, ces
travaux fournissent en outre une minoration du nombre de tels entiers.
D’apre s [G1] et [G2], on peut prendre les valeurs de $R suivantes:
$2=0.04456..., $3=0.07426..., $4=0.10397..., $5=0.12203.
De plus, si nous pouvons e tablir pour z=X v avec v>0, et z< y une
majoration de la forme:
:
z< p< y
|WD(X, 0, p2)|=O \ |WD(X)|log X log z+ , (1.18)
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alors il existe des entiers n # WD(X), tels que 0(n)R (et on connai^t une
minoration du nombre de tels entiers).
Dans [HR], (1.18) est remplace e par une condition plus forte note e
(03), mais comme Greaves l’a remarque dans [G3], (1.18) est suffisante
pour obtenir la minoration (3.7) du the ore me 9.3 de [HR] (cf. le bas de la
page 255 et la ligne (3.15) p. 256 de [HR]). Cette condition est e galement
assez forte pour profiter des valeurs de $R pour R=3, 4, 5 obtenues par
Greaves.
Filaseta et Konyvagin [FK] ont montre que (1.18) e tait re alise pour
D=[0,1] et r=3, 4, 5.
Erdo s, Mauduit et Sa rko zy [EMS1] (Lemme 6 de la section 7) ont par
ailleurs e tabli pour tout X # N, m # N, la majoration:
|WD(X, h, m)|<2r |WD(X)| m&(log tlog r).
On en de duit les majorations suivantes pour z=X v avec v>0:
:
z< p< y
|WD(X, 0, p2)|<<r |WD(X)| :
z< p< y
p(&2 log t)log r
<<r |WD(X)| z1&2(log tlog r)
<<r
|WD(X)|
log X . log z
,
de s que t>- r.
En profitant de tout ceci, on arrive au:
The ore me 6. Soient X, D, t, r de finis comme au de but de l ’introduction.
Il existe k=k(r) # N tel que
|[n # WD(X), 0(n)k]|>>r, D
|WD(X)|
log X
.
En particulier, cette ine galite est ve rifie e pour k(r) prenant les valeurs suivantes:
r k(r)
t>- r 5
tr0.5134 4
tr0.68381 3
Remarque. Le tableau du the ore me 6 ne donne que des valeurs de k(r)
supe rieures a 3. Ceci provient du fait que les niveaux de distribution Q0(X)
276 DARTYGE ET MAUDUIT
sont infe rieurs a ( |WD(X)| )12 donc a X12 qui est la valeur a de passer pour
espe rer obtenir avec du crible ponde re des entiers ayant au plus deux
facteurs premiers.
Erdo s, Mauduit et Sa rko zy (the ore me 5 de [EMS1]) ont de montre que
si t ve rifie t>r34, il existe c>0 c=c(r, t) tel qu’il existe une infinite
d’e le ments n # WD posse dant un diviseur de taille supe rieure a nc de la
forme p2 (ou p est premier). Dans ce travail, ils posent ensuite la question
suivante: peut-on avoir un re sultat du me^me type lorsque D=[0, 1]?
(proble me 2 de [EMS1]). La me thode mise en place dans la preuve du
the ore me 5 permet de re soudre ce proble me lorsque r8:
The ore me 7. Soit r un entier compris entre 3 et 8. On prend D=[0, 1].
Il existe c(r)>0 tel que pour X2, on ait l ’ine galite :
|[n # WD(X), _p2| n, X c(r)< p2X c(r)]>>
|WD(X)|
X c(r) log X
,
ou la constante implicite de pend de r et de c(r).
Les paragraphes 2 et 3 sont les premie res e tapes permettant de ramener
les proble mes aux cas ou X=rN, puis de transformer les conditions de con-
gruence en sommes d’exponentielles. Le paragraphe 4 fait appel aux
ingre dients de [EMS1] essentiels a la preuve du the ore me 0 et re gle les
sommes portant sur des congruences de petits modules. Les paragraphes
suivants correspondent aux preuves des the ore mes annonce s suivant les
diffe rentes situations de D.
Dans toute la suite de ce travail la lettre q de signe un entier tel que
(q, r(r&1))=1.
2. PREMIE RES TRANSFORMATIONS
Dans ce paragraphe, en reprenant les ope rations faites dans [FM2] ou
dans [EMS1], on montre que quitte a rajouter un facteur log X aux
diffe rents termes d’erreurs, on peut se ramener a e tudier le cas ou X=rN.
On commence par passer aux sommes trigonome triques via l’e galite :
|WD(X, a, q)|=
1
q
:
l mod q
:
n # WD(X)
e \l(n&a)q + .
Le terme l=0 fournit le terme principal, et on e crit ainsi:
|WD(X, a, q)|=
|WD(X)|
q
+RD(X, a, q). (2.1)
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On e crit ensuite X sous la forme: X=sj=1 b jr
&j, avec bj # [1, ..., r&1],
pour j=1, ..., s, et 0&1<&2< } } } <&s . Quitte a remplacer X par le plus
petit entier supe rieur a X appartenant a WD (cet entier est infe rieur a r2X)
on peut supposer que X # WD , ainsi tous les bj appartiennent a D. Pour l
fixe on de compose ensuite les sommes:
:
n # WD(X)
e \lnq += :n # WD(bs r&s) e \
ln
q ++ :
n # WD(X )
br&sn<X
e \lnq +
= :
n # WD(bs r
&s)
e \lnq ++e \
bs r&sl
q + :n # WD(X&bs r&s) e \
ln
q + .
En ite rant ceci, on obtient:
:
n # WD(X)
e \lnq + :1is } :n # WD(bi r&i) e \
ln
q + } .
En reportant dans (2.1) et en utilisant la de finition du de veloppement en
base r des e le ments de WD(X), on a:
RD(X, a, q)<<
1
q
:
1l<q
:
1is \ ‘0k<&i } :d # D e \
lrk d
q +}+ } :
d<bi
d # D
e \lr
&i d
q + }
<<
t
q
:
1l<q
:
1is
‘
0k<&i
} :d # D e \
lrk d
q +} .
Ainsi on a la majoration:
:
q<(Q0(log X)
B)
|RD(X, a, q)|
<<t log X max
N(log Xlog r)
:
q<(Q0(log X)
B)
1
q
:
0<l<q } ‘0k<N \ :d # D e \
lrk d
q ++}
<<t log X max
N(log Xlog r)
RD(N), (2.2)
par de finition.
On de coupe ensuite la somme RD(N) en O(log X) sommes de la forme:
RD(N, Q)= :
Q<q2Q
1
q
:
1l<q }FN, D \
l
q+} , (2.3)
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avec
Fn, D(x)= ‘
0k<N
:
d # D
e(rk dx).
Il nous suffira alors d’e tablir la majoration:
RD(N, Q)<<
|WD(X)|
(log X)2+A
, (2.4)
pour Q<Q0(log X)&B et B>0 assez grand, pour montrer (1.6).
3. DE COUPAGE DE RD(N, Q).
Comme dans [FM1][FM2], nous comptons profiter d’un effet de
moyenne sur q. Ceci ne cessite un contro^le de l’espacement des points lq,
on commence donc par rendre ces fractions irre ductibles.
RD(N, Q)
1
Q
:
uQ
:
Qu<q2Qu
:
l mod q
(l, q)=1 }FN, D \
l
q+} . (3.1)
On effectue ensuite un de coupage suivant la taille de u:
RD(N, Q)
1
Q
:
Q1uQ
:
Qu<q2Qu
:
l mod q
(l, q)=1 }FN, D \
l
q+ }
+
1
Q
:
u<Q1
:
Qu<q2Qu
:
l mod q
(l, q)=1 }FN, D \
l
q+}
RD, 1(N, Q)+RD, 2(N, Q), (3.2)
par de finition, ou Q1 sera pre cise plus tard.
Dans RD, 1(N, Q), u est ‘‘grand’’, ainsi q est ‘‘petit’’, les quantite s |FN, D(lq)|
sont e value es individuellement a l’aide des re sultats de [EMS1], tandis que
dans RD, 2(N, Q), q est ‘‘grand’’, on suit alors [FM1] et [FM2], on a
recours a des techniques du type le grand crible que l’on utilise sous la
forme du lemme de SobolevGallagher.
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4. MAJORATION DE RD, 1(N, Q)
D’apre s (2.3), on a:
FN, D(x)= ‘
0k<N \ :d # D e(dr
kx)+
= ‘
0k<N
uD(rkx). (4.1)
La majoration de FN, D(lq) repose sur les deux lemmes suivants:
Lemme 4.1 [EMS 1]. Pour : # R, on a l ’ine galite :
|uD(:)|t \1& 1(r&1)5 &:&2+ .
Lemme 4.2 ([MS]). Pour r, m, j, N # N, r2, (r(r&1), m)=1, m2,
1 jm&1, pour N2 (log mlog r)+8 et pour ; # R, on a la minoration:
:
0k<N ";+
rkj
m "
2

(r&1)2
128r4
N
log m
.
On obtient, en appliquant successivement ces deux lemmes pour (q, l)=1:
|FN, D(lq)|<<tN ‘
0k<N \1&
1
(r&1)5 "
rkl
q "
2
+
<<tN exp \& :
0k<N
1
(r&1)5 "
rkl
q "
2
+
<<tN exp \& Nc log q+<<
tN
q
exp \& Nc$ log q+ , (4.2)
pour q<exp(c2 - N), ou les constantes c, c$, c2 de pendent de r.
En reportant dans (3.2), on obtient:
RD, 1(N, Q)<<r tN log \2QQ1+ exp \&
N
c log(2QQ1)+ .
En choisissant alors Q1=Q exp(&c2 - N), on a la majoration:
RD, 1(N, Q)<<tN exp(&c3 - N), (4.3)
ou c3 est une constante positive ne de pendant que de r.
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5. MAJORATION DE RD, 2(N, Q), PREUVE DU THE ORE ME 2
Lemme 5.1 ([Mo] lemme 1.2). Soient T0 , T$>0 des nombres re els,
f une fonction de classe C1 sur l ’intervalle [T0 , T0+T]. Soit I un ensemble
de nombres re els sur l ’intervalle [T0+$2, T0+T&$2], ve rifiant
|t&t$|$, pour tous re els distincts t, t$ # I. On a alors l ’ine galite :
:
t # I
| f (t)|
1
$ |
T0+T
T0
| f (x)| dx+
1
2 |
T0+T
T0
| f $(x)| dx.
Notre premier mouvement serait d’appliquer ce lemme en prenant
f =FN, D , mais la difficulte est que la fonction FN, D oscille fortement, on a
en effet:
|
1
0
|F $N, D(x)| dx=Or \rN |
1
0
|Fn, D(x)| dx+ ,
ce qui compare a |WD(rN)|=tN est trop imposant, surtout lorsque t est
petit par rapport a r. Pour e carter cette difficulte , on applique des ine galite s
de convexite qui nous permettront de ‘‘casser’’ l’ordre de grandeur de la
de rive e.
Soit m1. On a:
|FN, D(z)| t&N= ‘
0 j<m
‘
( jNm)k<(( j+1) Nm) }
uD(rkz)
t }
 :
0 j<m
‘
( jNm)k<(( j+1) Nm) }
uD(rkz)
t }
m
. (5.1)
(Quitte a retirer un nombre fini de termes (au plus m), on peut supposer
que N est un multiple de m). Comme (q, r)=1, en faisant le changement
de variables l$=r jNml on ve rifie que les produits de (5.1) ont en moyenne
sur l, une contribution identique:
:
(l, q)=1
‘
( jNm)k<(( j+1) Nm) } uD \
rkl
q +}
m
= :
(l, q)=1
‘
0k<(Nm) } uD \
rkl
q +}
m
.
En reportant ceci dans (3.2), on obtient:
RD, 2(N, Q)<<
tN
Q
:
u<Q1
:
(Qu)<q(2Qu)
:
(l, q)=1
l mod q }G(Nm), D \
l
q+}
m
, (5.2)
ou GN, D=t&NFN, D est la fonction de finie dans l’introduction. On a alors
l’ine galite : |GN, D(u)||GM, D(u)| pour MN.
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On applique ensuite le lemme 5.1 puis on majore les inte grales rencon-
tre es a l’aide des ine galite s (1.10) et (1.11) qui sont des hypothe ses du
the ore me 1:
RD, 2(N, Q)<<
tN
Q
:
u<Q1
{\Q
2
u2+ |
1
0
|GmM(u), D(w)| dw+|
1
0 }
GmM(u), D(w)
w } dw=
<<
tN
Q
:
u<Q1
\Q
2
u2
+rM(u)+ K M(u)m , (5.3)
avec M(u)Nm. Le choix optimal de ce parame tre correspond a
M(u)=min \Nm ,
log(Q2u2)
log r + .
On obtient finalement la majoration:
RD, 2(N, Q)<<
tN
Q
:
Qr&N2mu<Q1
\Q
2
u2 + exp \log Km
log(Q2u2)
log r +
+
tN
Q
:
u<Qr&N2m
Q2
u2
K Nmm
<<E1+E2 , (5.4)
par de finition. Bien entendu, E2 est nul si Qr&N2m<1.
Si 2(1+(log Kmlog r))<1, on a la majoration:
E1<<
tN
Q
:
Qr&N2<u<Q1
\Qu +
2+2(log Kmlog r)
<<tN \ QQ1+
1+2(log Kmlog r)
,
qui est un terme d’erreur admissible puisque dans ce cas 1+2(log Km log r)
<0. La deuxie me somme E2 du membre de droite de (5.4) vaut alors:
E2<<tNQK Nmm .
Ceci termine la preuve du the ore me 1.
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6. RE SULTATS SUR LES INTE GRALES &FN, D &ll , PREUVES
DES THE ORE MES 2 ET 3
On montre dans ce paragraphe le
Lemme 6.1. (i) Pour D quelconque on a l ’e galite :
|
1
0
‘
0k<N } :d # D e(r
k du) }
2
du=|D|N.
(ii) Soit l1, on suppose que D/[0, rl[. On a alors l ’e galite :
|
1
0
‘
0k<N } :d # D e(r
k du) }
2l
du=ANl ,
avec
Al= }{(d1 , d $1 , d2 , d $2 , ..., dl , d $l) # D2l, tels que :
1 jl
dj= :
1 jl
d $j=}.
(iii) Si D=[0, 1], l<r, alors on a l ’e galite :
|
1
0
‘
0k<N
|1+e(rku)|2l du=(C l2l)
N.
Preuve de (i). Par de finition des fonctions FN, D , on a en effet:
&FN, D &22=|
1
0
‘
0k<N \ :d, d $ # D e(r
k(d&d $) x)+ dx.
En de veloppant ce produit, on est amene a calculer des inte grales de la
forme:
|
1
0
e \x :0k<N r
k(d(k)&d $(k))+ dx,
avec d(k), d $(k) # D pour 0k<N.
Ces inte grales ne sont pas nulles si et seulement si
:
0k<N
rk(d(k)&d $(k))=0,
c’est-a -dire si et seulement si d(k)=d $(k) pour 0k<N, d’apre s l’unicite
de l’e criture en base r d’un entier donne . Il y a donc tN inte grales non
nulles, d’ou le point (i).
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Preuve du point (ii). Comme pre ce demment les normes & &2l se
calculent directement, on a:
&FN, D &2l2l=|
1
0
‘
0k<N } :d # D e(r
k du) }
2l
du
=|
1
0
:
(d1, d$1 , ..., dl, d
$
l) # D
2Nl
e \ :
0k<N
rk :
l
j=1
(dj (k)&d $j (k)) u+ du
= }{(d1 , d$1 , ..., dl , d$l) # D2Nl,
:
0k<N
rk :
l
j=1
(dj (k)&d $j (k))=0=} ,
ou les di , d$i sont des vecteurs de DN, d i=(di (0), ..., di (N&1)).
On a choisi D/[0, ..., rl[, pour avoir l’encadrement 0lj=1 d j (k)<r
ce qui nous e vite tout proble me de retenue. On a ainsi l’e quivalence:
:
0k<N
rk :
l
j=1
(dj (k)&d $j (k))=0
si et seulement si:
:
l
j=1
(d j (k)&dj (k))=0 pour tout 0k<N.
Le point (ii) est alors clair par de finition de Al .
Preuve de (iii). Dans le cas particulier ou D=[0, 1], pour l<r, on
peut de terminer explicitement les constantes Al . On a en effet les e galite s:
Al= }{(d1 , d $1 , ..., dl , d $l) # [0, 1]2l, :
1 jl
(dj&d $j)=0=}
= :
0kl }{d1 , ..., dl # [0, 1], :1 jl d j=k=}
2
= :
0kl
(C kl)
2
=C l2l .
Ceci combine avec (ii) prouve le point (iii). Pour e tablir l’e galite entre les
coefficients binomiaux 0kl (C
k
l)
2=C l2l , on peut par exemple identifier
le coefficient de xl dans les polyno^mes (1+x)2l et ((1+x)l)2.
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Application aux the ore mes 2 et 3. Dans l’introduction, nous avons de ja
explique comment le point (i) du lemme 6.1 et le the ore me 1 permettent
d’obtenir le the ore me 2.
Pour D=[0, 1], le point (iii) du lemme 6.1 annonce que l’on peut pren-
dre en reprenant les notations du the ore me 1, Km=C m2m 2
2m pour m<r. La
contrainte Km<1- r impose par ailleurs r<24m(C m2m)2 et le niveau Q0
vaut alors 2N(C m2m)
&N2m, on obtient donc le the ore me 3.
7. PREUVE DE LA PROPOSITION 4, ADAPTATION AU CRIBLE
On reprend les notations de cette proposition de finies dans l’introduc-
tion. Comme au paragraphe 2, on passe aux sommes trigonome triques:
|WD(X, a, $q*)|=
1
$q*
:
n # WD(X)
:
l mod $q*
e \l(n&a)$q* + ,
avec ($, q)=(q, *)=(*, $)=1. Il est en fait plus inte ressant de re e crire,
a l’aide du the ore me de Bezout, cette somme sous la forme:
|WD(X, a, $q*)|=
1
$q*
:
n # WD(X)
:
0l3<*
0l1<q
0l2<$
e \(n&a) \l1q +
l2
$
+
l3
* ++ .
Le terme principal est donne par l1=l2=0, on le note TP.
TP=
1
* $q
:
n # WD(X)
:
0l3<*
e \l3(n&a)* + .
Ceci correspond au nombre d’e le ments de WD(X) dont le premier chiffre
du de veloppement en base r est congru a a modulo *.
TP=
1
q$
WD \Xr +O(1)+ |[d # D, d#a( mod *)] |
=WD \Xr +
|(a, *)
q$
+Or \ 1q$+ .
Ce qui est le terme principal annonce dans la proposition.
On note RD le terme d’erreur. Il reste a majorer:
RD(X, a, * $q)<<
1
q$*
:
(l1 , l2){(0, 0)
0l1<q
0l2<$
:
0l3<*
:
n # WD(X)
e \(n&a) \l1q +
l2
$
+
l3
* ++ .
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Lorsque k1, e(rkl3*&1)=1, la variable l3 a donc un ro^le trivial. Comme
au paragraphe 2, on se rame ne au cas ou X=rN. Il s’agit alors de majorer:
RD(rN, $q)
=
1
$q
:
(l1 , l2){(0, 0)
0l2<$
0l1<q
‘
0k<N } :d # D e \
l1 drk
q
+
l2 drk
$ +}
=
1
$q
:
0<l2<$
‘
0k<N } uD \
rkl2
$ +}+
1
$q
:
0l2<$
0<l1<q
‘
0k<N } uD \
rkl1
q
+
rkl2
$ +}
=R0(N)+R1(N).
On commence par majorer R0(N). Etant donne que $ | r&1, pour k1, on
a l’e galite :
e \dr
kl
$ +=e \
d(rk&1) l+dl
$ +=e \
dl
$ + .
On obtient donc la majoration:
R0(N)<<
1
q$
:
$&1
l=1
} :d # D e \
ld
$ +}
N
.
D’apre s le lemme 2 de [EMS1] rappele au paragraphe 4 sous la forme du
lemme 4.1, on a la majoration:
} :d # D e \
ld
$ +}t \1&
1
(r&1)5 "
l
$"+
t \1& 1$(r&1)5+ .
Finalement, en sommant ensuite sur l, on obtient
R0(N)
tN
q \1&
1
$(r&1)5+
N
.
Maintenant, on estime R1(N), la contribution pour l2 {0. Comme au
paragraphe 3, apre s avoir effectue un de coupage dyadique, on rend
les fractions l2 q irre ductibles:
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R1(N)<<
1
$Q
:
uQ
:
(Qu)<q(2Qu)
:
$
l1=1
:
(q, l2)=1
l2=1
‘
0k<N
uD \r
kl2
q
+
l1
$ +
<< :
uQ1
} } } + :
u<Q1
} } }
<<R11(N)+R12(N).
La somme sur uQ1 s’estime de la me^me manie re qu’au paragraphe 4, on
majore trivialement la somme sur les l1 mod $. Pour u<Q1 , on a recours
au lemme 5.1, comme on l’a fait au paragraphe 1. On est amene alors a
majorer
|
1
0
‘
0k<N } uD \r
k \w+l1$ +}
m dw
tm
=|
1
0
|GN, D(w)| m dw,
car d’une part $ | r&1 et d’autre part GN, D est pe riodique de pe riode 1. Les
raisonnements effectue s aux pre ce dents paragraphes restent donc valables
ici. Ceci finit la preuve de la proposition 4.
8. CAS OU D=[0, 1], PREUVE DU THE ORE ME 5
Pour D=[0, 1], d’apre s le point (iii) du lemme 6.1, pour r>m1,
on a
&GN, D&2m2m=\C
m
2m
22m +
N
=K N2m .
Il s’agit ainsi de trouver un entier m<r tel qu’on ait K2m<r&12 (c’est la
contrainte du the ore me 2) c’est-a -dire ve rifiant:
r<
24m
(C m2m)
2 . (8.1)
Le formule de Stirling fournit alors l’encadrement pour n1 (cf. par exemple
ex. I.0.3 de [TW]):
n !=nne&n - 2?n eRn, avec 0Rn<
1
8n
.
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On en de duit les ine galite s:
22me&14m
- ?m
C m2m
22me116m
- ?m
,
(8.2)
24m
(C m2m)
2?me
&18m.
Ainsi pour avoir l’ine galite (8.1), il suffit que m ve rifie
?me&18m>r.
Pour r4 un tel entier m<r existe et pour r=3, on ve rifie directement
que (8.1) est ve rifie e pour m=1. Le the ore me 1 nous dit alors que l’on peut
prendre un niveau Q0 de la forme
Q0=K &N2m2m =
2N
(C m2m)
N2m (8.3)
En reportant (8.2) dans (8.3) on obtient:
(?m)N4me(&N)32m2
2N
(C m2m)
N2m(?m)
N4m eN8m2.
9. PREUVE DU THE ORE ME 7
Le the ore me 7 est une conse quence de la proposition suivante:
Proposition 9.1. Soit r3, tel qu’il existe l<r ve rifiant r<(22lC l2l)
4l3.
(Pour 3r8, cette condition est re alise e.)
Soit X>1, on pose N=[log Xlog r]. Pour tout M<N2l, pour tout P
ve rifiant:
\rC
l
2l
4l +
M
<P<\ 4
l
C l2l+
M3
,
on a l ’ine galite
:
P< p<2P } |WD(X, 0, p
2)|&
|WD(X)|
p2 }<<
|WD(X)|
P(log X)3
,
ou la constante implicite de pend de r.
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De monstration. Comme pre ce demment on traduit tout en terme de
sommes d’exponentielles. En refaisant les ope rations du paragraphe 2, on
ve rifie que l’on peut se ramener au cas ou X=rN, quitte a multiplier par
log X le terme d’erreur final. On note R le terme de gauche a e valuer de la
proposition 9.1 pour X=rN. Il vaut:
R= :
P< p2P
1
p2
:
1m< p2
‘
0k<N \1+e \
mrk
p2 ++ .
On rend ensuite les fractions irre ductibles:
R<<
1
P2
:
P< p<2P
:
1m< p
‘
0k<N \1+e \
mrk
p ++
+
1
P2
:
P< p<2P
:
(m, p)=1
1m< p2
‘
0k<N \1+e \
mrk
p2 ++
<<A+B,
par de finition. La quantite A s’e value comme au paragraphe 8. Pour l<r,
on a
A<<2N \C
l
2l
4l +
Ml
+
2N
P2 \r
C l2l
4l +
Ml
, (9.1)
avec Ml<<N2l.
De la me^me manie re on e tablit pour B, *<r et M*N2*:
B<<2NP2 \C
*
2*
4* +
M*
+
2N
P2 \
rC *2*
4* +
M*
. (9.2)
En prenant l=*, on voit que A<<B. Il nous suffit donc de majorer B.
D’apre s (9.2) P convient si P ve rifie d’une part
P3\ 4
*
C *2*+
M*
, (9.3)
et d’autre part:
P>\rC
*
2*
4* +
M*
, (9.4)
a des puissances ne gatives de N pre s.
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Les ine galite s (9.3) et (9.4) sont compatibles si et seulement si, il existe
M*N2* tel que
rM*<\ 4
*
C *2*+
4M* 3
. (9.5)
Cette condition impose
r<\ 4
*
C *2*+
43
. (9.6)
Ceci termine la preuve de la proposition 9.1.
Pour r=3, 4, 5, 6, 7, 8, *=r&1 ve rifie l’ine galite (9.6). On peut alors
prendre comme exposant c(r) (avec les notations du the ore me 7):
c(r)=
log 4
6 log r
&
log(C r&12r&2)
6(r&1) log r
.
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